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1. Вступ
Основним обладнанням багатотоннажної пере-
робки зернистих матеріалів у багатьох галузях ви-
робництва, завдяки низці експлуатаційних та еко-
номічних переваг, залишаються традиційні машини 
барабанного типу.
Проте головним недоліком такого обладнання є висо-
кі питомі витрати енергії. Переважна частина витраченої 
у такий спосіб енергії дисипується при розсіюванні в 
оброблюваному матеріалі та оточуючому середовищі. 
Вкрай низька енергетична ефективність барабанних ма-
шин посилюється невибірковістю робочого процесу.
Разом з тим, парадоксальною особливістю цього 
технологічного обладнання є поєднання граничної 
простоти конструкції та вкрай складної для описуван-
ня поведінки оброблюваного середовища.
Традиційна теорія робочих процесів барабанних 
машин базується на концепції ізольованого від оточу-
ючого середовища окремого ідеалізованого елемента 
зернистого заповнення обертової камери [1]. Перед-
бачається, що режим руху всього внутрішньокамер-
ного заповнення є двофазним водоспадним, лише із 
твердотільною зоною та зоною підкидання і падіння у 
поперечному перерізі камери.
Між тим, реальним режимом руху заповнення є 
трифазний, коли квазітвердотільна та зона невільного 
падіння у перерізі обертової камери доповнюється 
зоною зсувного шару. Саме у цій зоні і реалізуються 
основні процеси переробки зернистих матеріалів.
Однак течія зсувного шару заповнення обертової 
камери характеризується підвищеною складністю, що 
значно утруднює моделювання його параметрів. Від-
сутність методики прогнозування поведінки цього 
шару суттєво обмежує ефективність реалізації техно-
логічних процесів переробки зернистих матеріалів в 
барабанних машинах.
Здійснення робочих процесів машин барабанно-
го типу зумовлено характером режиму руху зсувного 
шару зернистого заповнення обертової камери. Тому за-
дача встановлення закономірностей зміни швидкісних 
параметрів такої течії видається доволі актуальною.
2. Аналіз літературних даних та постановка проблеми
Режими руху зернистого заповнення обертової ци-
ліндричної камери суттєво впливають на реаліза-
цію технологічних процесів та енергоємність приводу 
барабанних машин [2]. Моделювання гідродинаміки 
таких режимів становить інтерес при дослідженні різ-
номанітних роторних систем [3].
Прикладна актуальність проблеми прогнозування 
робочих процесів цього обладнання постійно при-
ваблює підвищену дослідницьку увагу до описуван-
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Значна складність такої проблеми змушує удоскона-
лювати традиційні та застосовувати все нові теоретич-
ні та експериментальні методи досліджень. 
Було здійснено декілька спроб чисельного розв’я-
зання задачі визначення параметрів гравітаційного 
руху зсувного шару зернистого заповнення цилін-
дричної обертової камери.
У роботі [4] було виконано моделювання форми 
вільної поверхні та профілю швидкостей зсувного 
шару зв’язного зернистого заповнення при повільному 
обертанню камери методом дискретних елементів. На 
основі цього методу в [5] було визначено профілі тан-
генціальних швидкостей зсувного шару заповнення та 
порівняно значення із експериментальними даними 
інших авторів. Швидкісні параметри зсувного шару 
описувались в [6] за допомогою чисельної моделі кіне-
тичної теорії течії зернистого середовища із урахуван-
ням фрикційної взаємодії та принципу усереднення.
Проте початкові умови розглядуваної задачі є апрі-
орі невизначеними, а граничні умови мають нефізичну 
природу. Це спричинює суттєве обмеження точності 
чисельних розрахунків, результати яких не задоволь-
няють практичні потреби.
Рух зсувного шару зернистого заповнення оберто-
вої камери багаторазово досліджувався, також, різно-
манітними експериментальними методами.
Для визначення геометричних та швидкісних ха-
рактеристик течії застосовувався метод візуального 
аналізу миттєвих картин руху заповнення в попереч-
ному перерізі камери. 
У такий спосіб у [7] було виміряно товщину зсув-
ного шару, а також виконано узагальнення отриманих 
результатів на основі спрощеної моделі подібності. По-
дібні дослідження було виконано в [8] для сухого та 
вологого половинного зернистого заповнення камери. У 
[9] вимірювались товщина та профіль швидкостей шару 
для різних швидкостей обертання і діаметра камери 
та відносного розміру елемента заповнення. Профіль 
швидкостей шару при малому заповненні камери визна-
чався із використанням візуального аналізу в [10]. На 
основі аналізу картин руху в [11] вимірювався профіль 
швидкостей шару та було узагальнено отримані резуль-
тати на основі спрощеної реологічної моделі.
Застосовувався, також, метод аналізу усереднених та 
динамічних картин усталеної течії заповнення камери.
У [12] визначались товщина та профіль швидкостей 
зсувного шару половинного заповнення за допомогою 
візуального аналізу фотографій лінійчатих траєкто-
рій руху частинок у поперечному перерізі камери. 
Швидкісні характеристики шару, при варіації ступеня 
заповнення камери, числа Фруда та розміру частинок, 
було отримано в [13] при аналізі відеозображень течії 
середовища. В роботі [14] досліджувались профіль 
швидкостей та товщина зсувного шару заповнення ви-
тягнутими сфероїдальними частиками за допомогою 
швидкісної відеозйомки.
Обмеженість можливостей візуалізації зумовили 
широке залучення в останній час методів томографіч-
ного аналізу поведінки зернистого заповнення оберто-
вої камери.
Застосування магнітно-резонансного вимірюван-
ня швидкості для визначення профілю швидкостей 
зсувного шару описано в [15]. Метод радіоактивного 
відстеження частинок було використано в [16] для до-
слідження залежності профілю швидкостей шару від 
полідисперсності заповнення при повільному обертан-
ні камери. Вплив щільності та внутрішнього тертя на 
швидкісний профіль шару вологого зернистого заповне-
ння вивчався в [17] методом відстеження швидкостей 
частинок. Множинне радіоактивне відстеження части-
нок застосовувалось в [18] для визначення швидкісних 
характеристик шару елементів циліндричної форми. 
У [19] наведено геометричні та швидкісні характери-
стики зсувного шару при каскадному та катарактному 
режимах руху заповнення, що були виміряні за допомо-
гою методу позитронно-емісійного відстеження части-
нок. Вплив форми циліндричних частинок на профіль 
швидкостей шару було вивчено в [20] шляхом множин-
ного радіоактивного відстеження частинок. Залежності 
швидкостей зсувного шару частинок від їх шорсткості 
при повільному обертанні камери досліджувались в [21] 
за допомогою методу візуалізації швидкостей частинок.
Разом з тим, технічні складності апаратурного 
контролю поведінки зернистого заповнення обертової 
камери, внаслідок обмеженості роздільної здатності, 
знижують надійність та точність отриманих результа-
тів експериментальних досліджень.
Зважаючи на обмеженість можливостей чисель-
ного та експериментального методів, було здійснено 
порівняння результатів застосування при визначенні 
швидкісних характеристик зсувного шару заповнення.
У роботі [22] порівняно результати досліджень поля 
швидкостей шару заповнення при повільному обертанні 
камери, що були отримані чисельним методом дискрет-
них елементів та експериментальним методом радіоак-
тивного відстеження частинок. Порівняння результатів 
візуального аналізу та обчислення методом дискретних 
елементів швидкостей шару при повільному обертанні 
наведено в [23]. У [24] досліджено поля швидкостей 
зсувного шару, що отримано чисельно методом дискрет-
них елементів та за допомогою експериментальних кар-
тин руху заповнення. Результати визначення швидкості 
та товщини зсувного шару при повільному обертанні 
камери, за допомогою швидкісної відеозйомки та алго-
ритмів обчислювальної гідродинаміки, наведено в [25]. 
Аналогічні методи експериментальних та чисельних 
досліджень було застосовано в [26] для порівняльної 
оцінки впливу режимів руху та форми частинок на про-
філь швидкостей зсувного шару.
Широке застосування чисельних та експеримен-
тальних методів, тим не менш, засвідчили обмеженість 
можливостей для дослідження поведінки зернистого 
заповнення обертової камери. Як наслідок, видається 
за доцільне залучення аналітичних методів, які доз-
воляють отримати універсальні результати із високим 
рівнем узагальнення. Проте застосування таких мето-
дів суттєво ускладнюється характерними особливос-
тями розглядуваної задачі. Це пов’язано зі складністю 
геометрії течії, великою деформацією вільної границі 
та рухомістю твердої стінки.
Як наслідок, спроби залучення аналітичних мето-
дів для визначення зернистої течії були обмежені лише 
задачею моделювання гравітаційного потоку уздовж 
нерухомих прямолінійних напрямних.
Спробу аналітичного визначення параметрів граві-
таційного потоку зернистого матеріалу на нерухомому 
шорсткому схилі було здійснено в [27]. У роботі [28] 
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визначення характеристик гравітаційного потоку зер-
нистого матеріалу на схилі.
Складність динамічної поведінки зернистого запо-
внення обертової камери доповнюється реологічним 
аспектом. У роботі [29] оцінено складність та при-
кладне значення адекватного встановлення реологіч-
них властивостей зернистих середовищ для випадку 
розв’язання задачі визначення руху заповнення обер-
тової камери аналітичним методом. Зазначено, що 
реологічні характеристики таких середовищ суттєво 
змінюються в залежності від виду течії.
Однак непереборні обчислювальні труднощі та 
низька надійність апаратурного контролю обмежують 
ефективність відомих способів визначення параметрів 
зсувного руху активного шару зернистого заповнення 
камери. Тому отримані результати чисельних розра-
хунків та експериментів лише за якісними характе-
ристиками та зовнішніми ознаками наближаються до 
реальних режимів руху досліджуваного середовища 
переважно при повільному обертанні та малому за-
повненні камери. За кількісними показниками вони 
суттєво розбігаються.
З огляду на зазначене, у теперішній час не створено 
узагальнених аналітичних моделей швидкісних ха-
рактеристик зсувного шару із урахуванням варіацій у 
широких діапазонах геометричних та реологічних па-
раметрів системи. Відсутність таких моделей особливо 
характерна для випадку немалої швидкості обертання 
та ступеня заповнення камери.
3. Мета та задачі дослідження
Метою роботи є створення математичної моделі по-
ведінки зсувного шару зернистого заповнення поблизу 
вільної поверхні в поперечному перерізі циліндричної 
камери, що стаціонарно обертається навколо горизон-
тальної осі. Це надасть змогу визначати динамічні па-
раметри усталеного руху зсувного шару заповнення та 
прогнозувати ефективність реалізації технологічних 
процесів переробки зернистого середовища в оберто-
вій камері.
Для досягнення цієї мети були поставлені такі 
завдання:
– виконати аналітичне моделювання поля напру-
жень та швидкостей у масі зсувного шару зернистого 
заповнення в поперечному перерізі камери;
– встановити умови усталеної гравітаційної те-
чії зсувного шару в умовах суттєвого попереднього 
зростання його кінетичної енергії в зоні невільного 
падіння заповнення швидкообертової камери; 
– визначити середнє значення та розподіл зсувних 
швидкостей по нормалі до течії шару заповнення;
– встановити вплив параметрів системи на розпо-
діл швидкостей зсувного шару.
4. Методика дослідження напружено-деформованого 
стану зсувного шару заповнення камери
4. 1. Загальний концептуальний підхід до методо-
логії дослідження
Вважалось, що розмір неоднорідностей заповнення 
обертової камери є значно меншим за відстані, на яких 
осереднені параметри зернистого середовища суттєво 
змінюються. Зернисте заповнення розглядалось як су-
цільне середовище із параметрами, що є осередненими 
за об’ємом та неперервно розподіленими у просторі. 
Математичне описування руху заповнення здійсню-
валось за допомогою таких осереднених величин. Було 
використано метод розрахунку напружено-деформо-
ваного стану заповнення. Було прийнято пластичну 
реологічну модель зернистого середовища заповнення.
4. 2. Застосовані методи моделювання поведінки 
зернистого середовища заповнення
Подальший чисельний розв’язок задачі визначення 
усталеного гравітаційного руху зсувного шару осеред-
неного за об’ємом зернистого заповнення камери шука-
ється у пластичній постановці. Експериментальні дані 
дозволили прийняти пластичну реологічну модель, як 
окремий випадок прояву в’язкопластичних властивос-
тей реологічно складного заповнення.
Опір зсуву в точці для одномірної течії заповнення 
складається із опору від внутрішнього тертя та зче-
плення і виражається залежністю, що має місце при 
порушенні рівноваги
,τ = σ φ+n ntg k
де σn та τn – нормальна та дотична компоненти тиску, 
n – нормаль до поверхні ковзання, φ – кут внутріш-
нього тертя зернистого середовища, k – коефіцієнт 
зчеплення середовища.
Для визначення руху зсувного шару при строгому 
підході можна використати систему рівнянь (1)–(5) дво-
вимірного стану рухомого зернистого середовища [30]
,
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де σx, σy та τxy=τyx – компоненти тензора напружень; 
Vx та Vy – дві проекції вектора швидкостей; Fx та Fy – 
проекції масових сил; x та y – координати; γ – об’ємна 
питома вага середовища; g – гравітаційне прискорення. 
Перші два рівняння системи (1)–(5) є рівняннями 
руху середовища. Третє рівняння є умовою гранич-
ної рівноваги. Четверте рівняння представляє умову 
нерозривності середовища. П’яте рівняння виражає 
умову співпадіння напряму максимальної швидкості 


















5. Результати моделювання руху зсувного шару 
заповнення камери
Картину трифазного режиму усталеного руху зер-
нистого заповнення у поперечному перерізі цилін-
дричної камери, що стаціонарно обертається навколо 
горизонтальної осі з кутовою швидкістю ω, можна 
умовно розділити на три зони (рис. 1).
 
Рис. 1. Схема картини трифазного режиму руху зернистого 
заповнення в поперечному перерізі обертової камери:  
1 – зона квазітвердотільного руху, 2 – зона невільного 
падіння, 3 – зона зсувного шару
Зона 1 (ЕАВЕ) квазітвердотільного руху, без від-
носного переміщення частинок заповнення та про-
ковзування по поверхні камери, виникає поблизу 
циліндричної стінки камери. Зона 2 (ВАСВ) невіль-
ного падіння, що пов’язана із відокремленням від 
зони 1 при зсуванні по поверхні АВ та наступним 
падінням зі взаємодією частинок, реалізується у 
верхній частині камери. Зона 3 (BCDEB) зсувного 
шару, у вигляді швидкого гравітаційного зсувного 
потоку, виникає поблизу вільної поверхні заповне-
ння у нижній частині камери.
Значення швидкості обертання камери суттє-
во впливає на реалізацію зон руху заповнення. При 
повільному обертанні переважає квазітвердотільна 
зона 1, зона невільного падіння 2 є слабовираженою, 
а зона зсувного шару 3 має незначну товщину. Зі 
зростанням швидкості обертання масові частки зон 2 
та 3 збільшуються за рахунок зони 1. Із наближенням 
швидкості обертання до критичного значення част-
ка зони 2 досягає максимального значення, а частка 
зони 3 прямує до нуля.
У спрощеній постановці можна розглянути устале-
ний, додатково прискорений, гравітаційний рух зер-
нистого шару товщиною h без ковзання по фрагменту 
довжиною l плоскої шорсткої поверхні, що нахилена 
до горизонталі на кут α та зсувається вгору зі сталою 
швидкістю 
′oV  (рис. 2).
У розглядуваному випадку проекції масових сил 
на осі координат набувають значень
sin ,= αxF W
cos ,= αyF W
де W=g+a – умовне сумарне вертикальне прискорен-
ня шару, що обумовлює його кінематичні параметри, 
a – умовне додаткове вертикальне інерційне приско-
рення внаслідок зростання кінетичної енергії шару 
при падінні зі взаємодією частинок після підкидання 
в зоні невільного падіння 2.
 
Рис. 2. Спрощена розрахункова схема прискореного 
гравітаційного руху зернистого шару по похилій шорсткій 
плоскій поверхні, що зсувається вгору
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Тоді рівняння (1)–(5) набувають вигляду
,
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Граничні умови на рухомій опорній поверхні шару, 
що утворена частиною заповнення у квазітвердотіль-
ному русі, полягають у тому, що проковзування шару 
відносно поверхні відсутнє, а вектор швидкості на-
правлений паралельно до неї. Тоді
( )0 .
′
=x oV V   (11)
Граничні умови на вільній поверхні полягають у 
відсутності зчеплення між частинками середовища – 
воно вважається ідеально сипким при k=0.
Зсувний шар вважається тонким – l>>h. Тоді σy>>σx 
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З рівняння (12) із урахуванням (14) та (11) можна 






















- φ x oF y V
З (15) можна визначити середню швидкість руху 
заповнення у зсувному шарі
( )
0
d .= ∫hxc xV V y y   (16)
Розв’язок (16) має вигляд
1,5
2 32 cos1 1 sin .
3 cos 1 sin ′ ′
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(19)
Умовне прискорення W є наперед невідомою вели-
чиною, яка може змінюватись уздовж шару в залежно-
сті від його геометричних та кінематичних параметрів. 
Для визначення W можна перетворити (19)

















Розв’язок (20) відносно W має вигляд
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Базуючись на спрощеній розрахунковій схемі 
(рис. 2) руху шару по нахиленій плоскій поверхні, 
можна перейти до уточненої схеми (рис. 3). Передба-
чається усталена, попередньо додатково прискорена 
в зоні невільного падіння II, гравітаційна течія зони 
зсувного шару III по опорній поверхні квазітвердо-
тільної зони I зернистого заповнення циліндричної 
камери радіуса R, що стаціонарно обертається навколо 
горизонтальної осі.
 
Рис. 3. Уточнена розрахункова схема усталеної, додатково 
прискореної в зоні невільного падіння, гравітаційної 
течії зсувного шару по поверхні квазітвердотільної зони 
заповнення обертової камери
Для виконання розрахунку шуканого профілю 

















внення за допомогою уточненої схеми (рис. 3), виби-
рається положення точки О’ початку координат на 
поверхні  ВЕ. Напрям осей цих координат відповідає 
дотичній та нормалі до опорної поверхні шару. По-
ложення осей задає значення товщини шару h та кут 
нахилу його опорної поверхні до горизонталі α. Визна-
чивши з (21) величину умовного додаткового приско-
рення W, можна виконати розрахунок розподілу зсув-
них швидкостей по нормалі до напряму течії зсувного 
шару за допомогою виразу (18).
Значення швидкості точки О’ у (18)–(21) 
′ ′
= ωo oV R  
визначається її радіальною координатою .
′oR
Значення середньої швидкості руху заповнення в 
зсувному шарі у (21) задається умовою рівності витрат 
потоку у нормальному перерізі зсувного шару та у ра-
діальному перерізі твердотільної зони між точкою О’ 
та поверхнею камери, у лінійному діапазоні від 














Рівняння (18), (21) та (22) дозволяють визначати та 
аналізувати розподіл швидкостей у перерізі зсувного 
шару заповнення в залежності від варіації параметрів 
розглядуваної системи.
6. Обговорення результатів дослідження впливу 
параметрів заповненої обертової камери на розподіл 
швидкостей у перерізі зсувного шару заповнення
Математичний опис розподілу зсувних швидкостей 
по нормалі до течії зсувного шару зернистого заповне-
ння обертової камери було виконано за класичною схе-
мою із застосуванням осереднених за об’ємом величин. 
Було прийнято припущення щодо повільності течії 
незв’язного зернистого середовища із переважанням 
сил пластичного походження над в’язкими інерційними 
силами. Це дозволило отримати рівняння, що наближе-
но встановлюють залежності профілю швидкостей від 
низки параметрів розглядуваної системи:
– геометричних: радіуса камери R, радіальної коор-
динати основи нормального перерізу зсувного шару ,
′oR  
товщини цього шару h та ступеня заповнення камери κ;
– кінематичного: кутової швидкості обертання ка-
мери ω;
– реологічних: кута внутрішнього тертя заповне-
ння φ та кута нахилу опорної поверхні зсувного шару 
до горизонталі α.
Перевагою запропонованого підходу, порівняно із 
традиційною гіпотезою [1], є можливість визначення 
такого профілю швидкостей в залежності від значень 
параметрів R, ,
′oR  h, κ, ω, φ та α. Натомість традиційна 
модель двофазного режиму руху зернистого заповне-
ння обертової камери не передбачає моделювання течії 
зсувного шару.
Аналіз (18), (19) та (22) засвідчує, що зі збільшен-
ням значень параметрів ω, R, 
′oR  і α та зменшенням 
значень h і φ, зростають значення середньої Vxc та 
максимальної Vxmax, при y=h, швидкості руху зсувного 
шару заповнення. Крім того, значення Vxc та Vxmax зро-
стають зі зменшенням κ, зважаючи на збільшення при 
цьому 
′oR  та зменшення h.
До недоліків розробленого алгоритму чисельного 
розрахунку профілю швидкостей можна віднести не-
обхідність попереднього експериментального визна-
чення низки геометричних параметрів течії. Такими 
параметрами є радіальна координата основи вибраного 
нормального перерізу зсувного шару ,
′oR  товщина h та 
кут нахилу до горизонталі α шару у цьому перерізі. Для 
цього можна застосувати, наприклад, метод візуально-
го аналізу картин руху в поперечному перерізі камери. 
Крім того, розподіл зсувних швидкостей суттєво зале-
жить від вибору положення перерізу шару заповнення.
У подальшому доцільно, із урахуванням встанов-
лених в роботі характеристик профілю швидкостей 
зсувного шару, а також отриманих в [31] характеристик 
межі руйнування квазітвердотільної зони, розрахува-
ти картини руху заповнення в перерізі камери. Вида-
ється також за доцільне виконати порівняльний аналіз 
картин руху, отриманих розрахунковим та експери-
ментальним методами у широкому діапазоні варіацій 
параметрів системи. Це дозволить з’ясувати законо-
мірності прояву трифазного режиму руху зернистого 
заповнення обертової камери.
7. Висновки
1. Формалізовано поля напружень та швидкостей у 
масі заповнення в поперечному перерізі обертової каме-
ри за допомого системи диференціальних рівнянь двови-
мірного стану рухомого зернистого середовища. Отри-
мано рівняння, що наближено встановлюють розподіл 
швидкостей у нормальному до напряму течії перерізі 
зсувного шару, в залежності від швидкості обертання, 
геометричних та реологічних параметрів системи.
2. Одержано умову усталеної гравітаційної течії зсув-
ного шару заповнення обертової камери. Виявлено, що 
такий гравітаційний рух виникає під дією умовного, до-
даткового до гравітаційного, вертикального інерційного 
прискорення, яке викликано попереднім зростанням 
кінетичної енергії шару в зоні невільного падіння запо-
внення. Встановлено закономірності течії зсувного шару 
зернистого заповнення у поперченому перерізі обертової 
навколо горизонтальної осі циліндричної камери.
3. Встановлено, що течія зсувного шару поблизу 
вільної поверхні заповнення реалізується у вигляді 
гравітаційного руху без проковзування по опорній гра-
ничній поверхні квазітвердотільної зони заповнення, 
що зсувається вгору. Визначено середнє значення та 
розподіл зсувних швидкостей по нормалі до напряму 
течії шару в діапазоні варіацій від мінімального зна-
чення швидкості опорної поверхні квазітвердотільної 
зони, що зсувається угору, до максимального значення 
швидкості вільної поверхні шару, що зсувається донизу.
4. З’ясовано, що середнє значення та розподіл швид-
костей у нормальному перерізі зсувного шару залежить 
від величини радіуса камери R, радіальної координати 
основи нормального перерізу зсувного шару ,
′oR  товщи-
ни шару h, ступеня заповнення κ і кутової швидкості 
обертання камери ω, кута внутрішнього тертя заповне-
ння φ та кута нахилу зсувного шару до горизонталі α. 
Встановлено, що зі збільшенням значень параметрів ω, 
R, 
′oR  і α та зменшенням значень h, κ і φ, значення се-
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